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VII - LEVANTAMENTOS PLANIALTIMETRICOS

Rodrigo Figueiredo Leandro

Muitas vezes, na engenharia, é preciso que se conhecam as coordenadas tridimensionais de um
determinado ponto. Neste capitulo serdo abordadas algumas técnicas para a obtencdo simultdnea dessas
coordenadas.

Nos processos de calculo, parte-se sempre de um ou mais pontos com coordenadas ja conhecidas e
de observacOes que os relacionem com 0s ndo-conhecidos. Como o problema envolve sempre trés incognitas
[X,Y e Z], é necessario que sejam observadas pelo menos trés grandezas, sejam elas distancias ou angulos.

As possibilidades de combinacao de observacdes aqui descritas sdo:

- Dois angulos [um angulo vertical e um horizontal] e uma distancia a partir de um ponto conhecido;

-Trés angulos Jum angulo vertical e dois horizontais] a partir de dois pontos conhecidos;

-Trés distancias a partir de trés pontos conhecidos.

7.1- Posicionamento a partir de dois &ngulos e uma distancia

Como foi demonstrado no Capitulo I, é possivel determinar as coordenadas de um ponto topografico
a partir de outro conhecido. No caso do posicionamento espacial, é necessario também determinar a
coordenada z desse ponto. Seja um ponto de coordenadas desconhecidas PO[x0, y0, z0] e outro com
coordenadas conhecidas, P1[x1, y1, z1]. Digamos que foi realizada uma visada a partir de P1, visando PO
[Figura 7.1].
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Figura 7.1 — Posicionamento a partir de dois angulos e uma disténcia
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De acordo com a Figura 7.2, visualizando a projecao no plano xy, teremos:
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Figura 7.2 — Projecéo no plano xy
onde:
o = azimute do alinhamento P1-PO;
DH = distancia horizontal entre P1 ePO.
Para a determinacéo do azimute do alinhamento, é necessario que se tenha uma direcdo de referéncia
ou um segundo ponto de coordenadas conhecidas.
Pode-se entdo estabelecer as seguintes relagdes:
X0 =x1+sen(«)- DH [7.1]
y0 = yl1+cos(e) - DH [7.2]
Para a determinacéo de z0 e DH serd utilizado outro plano, aqui chamado de plano y. O plano y é o

plano paralelo ao eixo z e que contém os pontos P1 e PO (Figura 7.3).
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Figura 7.3 — Representacédo do plano y
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Analisando o plano vy, teremos:
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Figura 7.4 — Elementos do planoy
onde:
D = distancia inclinada entre os dois pontos;
DH = distancia horizontal entre os dois pontos;
DN = diferenca de nivel entre os dois pontos;

B = angulo vertical [zenital] do alinhamento.

Pode-se entdo determinar DH:
DH = D -sen( /) [7.3]
De acordo com a Figura 7.4, z0 sera dado por:
z0=2z1+DN [7.4]
Sendo que:
DN = D-cos(f) [7.5]

Portanto, substituindo [3] em [1] e [2] e substituindo novamente [5] em [4], teremos:

X0 =x1+ D -sen(«) - cos(f) [7.6]
y0 = yl+ D-cos(x) - cos(f) [7.7]
z0 =271+ D-cos(p) [7.8]
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7.2 - Posicionamento a partir de trés angulos

Seja um ponto de coordenadas desconhecidas PO[x0, y0, z0] e dois pontos com coordenadas conhecidas,

P1[x1, y1, z1] e P2[x2, y2, z2]. Digamos que foram realizadas visadas de P1 e P2 até PO (Figura 7.5).
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Figura 7.5 — Posicionamento a partir de trés angulos
Visualizando a projecao no plano xy, teremos:
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Figura 7.6 — Projec&o no plano xy
onde:
ol = azimute do alinhamento P1-P0
a2 = azimute do alinhamento P2-P0
D1 = distancia horizontal entre P1 e PO

D2 = distancia horizontal entre P2 e PO
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Uma vez que as coordenadas de P1 e P2 sdo conhecidas, 0s azimutes podem ser obtidos caso esses

pontos sejam intervisiveis, fazendo uma visada entre eles. Caso contrario, é necessario no minimo um
terceiro ponto conhecido, que sirva de referéncia para a obtencédo das direcdes.
Lembremos que, para esse tipo de determinacdo, o calculo de x0 e y0 depende exclusivamente dos
angulos horizontais, enquanto de z0 depende do angulo vertical e da distancia horizontal entre os pontos.
Estabelecendo uma relagéo entre as coordenadas de P1 e PO, teremos:
X0 = x1+sen(al) - D1 [7.9]
y0 = yl1+cos(al) - D1 [7.10]
Multiplicando [10] por tan( 1) :

y0-tg(al) = y1-tan(al) +sen(al) - D1 [7.11]
Fazendo [9] — [11]:
X0—y0-tan(al) = x1— yl1-tan(l) [7.12]
Se aplicarmos 0 mesmo procedimento para o ponto 2, teremos:
X0—y0-tan(a2) = x2—y2-tan(a2) [7.13]
Entdo temos o sistema de equagdes:
X0—y0-tan(al) = x1— y1-tan(l) [7.14]
X0—y0-tan(a2) = x2—y2-tan(a2) [7.15]
Fazendo [15] — [14]:
y0-tan(al) — y0-tan(a2) = y1-tan(al) — y2 - tan(2) + x2 — x1 [7.16]
(tan( 1) —tan(2)) - yO = (x2 — x1) + (y1- tan(x2) — y2 - tan( 1)) [7.17]

_ (x2—x1) + (y1-tan(2) — y2 - tan( 1))

y0
(tan( ) — tan(x2))

[7.18]

Com a equacéo [18] pode-se entdo determinar o valor de y0. Para calcular x0, basta substituir o valor

encontrado na equacdo [14] ou [15], como segue:

X0 = x1-yl-tan(al) + y0- tan(l) [7.19]
ou
X0=x2-y2-tan(a2) + y0-tan(a2) [7.20]
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Uma vez conhecidos x0 e y0, é possivel calcular y0, que depende do angulo vertical e da distancia

horizontal entre os pontos. Digamos que o angulo vertical do alinhamento P2-P0 € conhecido. Neste caso,

temos a situacao ilustrada na Figura 7.7.
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Figura 7.7 — Representacao do plano y

Semelhantemente ao caso anterior, o plano y é o plano paralelo ao eixo z e que, neste caso, contém

0s pontos P2 e PO. Analisando o plano vy, temos a seguinte situacéo:
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Figura 7.8 — Elementos do planoy

onde: D = distancia inclinada entre os dois pontos, DH = distancia horizontal entre os dois pontos, DN =

diferenca de nivel entre os dois pontos e B = angulo vertical [zenital] do alinhamento.

Sendo assim, podemos estabelecer a seguinte relagéo:
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z0=2z2+ DN [7.21]
Sendo que:
DN = _PH [7.22]
tan( )
€
DH =/(x0—x2)? + (y0 - y2)° [7.23]
[7.24]

\/(XO— x2)? + (y0—y2)?
tan( 5)

Portanto:
20=22+

Este procedimento [calculo de z0] pode ser executado com qualquer um dos pontos de referéncia,

dependendo de qual angulo vertical é conhecido. Caso tenhamos os angulos verticais dos dois alinhamentos,

pode-se calcular zO em relacdo a P1 e a P2 e entdo fazer a média dos resultados.

Determinacdo a partir de trés distancias e trés pontos conhecidos
Aqui analisaremos a determinacgéo das coordenadas de um ponto a partir de trés pontos conhecidos, cujas

distancias até o ponto desconhecido foram medidas.

7.3 -
Sejam trés pontos de coordenadas conhecidas, P1[x1,y1,z1], P2[x2,y2,z2] e P3[x3,y3,z3], e um
desconhecido, PO[xp,yp,zp]. Digamos que foram medidas as distancias entre os trés pontos de referéncia e

PO. Esta situacéo pode ser visualizada na Figura 7.9.
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Figura 7.9 — Visada de trés pontos conhecidos [P1, P2 e P3] para um desconhecido [PO0]

onde D1, D, e D3 séo as distancias espaciais entre os pontos de referéncia e o ponto desconhecido.
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Sendo assim, podemos estabelecer as seguintes relacfes:

D, = /(xp—x1)? + (yp — Y1) + (zp — 21)° [7.25]
D, = J(xp—x2)? + (yp — y2)? + (zp — 22)° [7.26]
D, = J(xp—x3)% + (yp — y3) + (zp — 23)° [7.27]

Desta forma, temos um sistema de trés equactes e trés incognitas. Porém as equag6es ndo sdo
lineares, sendo preciso entdo que sejam transformadas em equacfes do primeiro grau [O processo de
linearizacdo de equacdes é explicado no anexo A deste livro]. Apds isso, pode-se resolver normalmente o
sistema linear.

Substituem-se entdo as incognitas xp, yp e zp por:

Xp = Xp, +AX [7.28]
Yp = yp, +Ay [7.29]
Zp =zp, + Az [7.30]

Onde xpo, Ypo € Zpo S0 as coordenadas aproximadas para o ponto PO. Cabe a quem for executar esse
procedimento escolher convenientemente esses valores.

Para cada um dos trés pontos conhecidos, sabemos que a distancia € uma funcéo f[xp, yp, zp].
Portanto, sabe-se que, para transformar essa fungdo em uma funcéo linear, teremos, para cada pontoi=1,2 e
3:

0fi(Xpo:yp0'Zp0) CAX A+

Di = f; (xp, yp, zp) = ; (XPo, Yo, 2Po) + Xpy

- of; (XPg, YPo» ZPo) Ay + of; (XPg, YPo» ZPo) Az [7.31]
oYPo 0zpg '

Calculando os termos desta equacéo para cada ponto, teremos:

f1(Xpo’ YPo, Zpo) = \/(Xpo - Xl)2 + (ypo - y1)2 + (Zpo - 21)2 =al [7.32]
fz (Xpo’ YPo, Zpo) = \/(Xpo - XZ)Z + (ypo - y2)2 + (Zpo - 22)2 =az2 [7.33]
f4 (XD, Yo, 205) =+ (XPy — X3)? + (YP, — ¥3)* + (20, — 23)° =a3 [7.34]
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Oy (XPo, YPo, 2Ps) _ XL=XPy _\ o

7.35
OXp, al 1
of, (XPy, YPo, ZPo) _ X2 — XP, — b2 [7.36]
OXP, a2 |
Ofy (XPo, YPo, ZPo) _ X3=XPy _, o [7.37]
OXp, a3 |
Ofy (XPo, YPo, ZPo) _ Y1-¥Po _ 4 [7.38]
oy, al
Of, (XPo. YPy, ZPo) _ Y2=YPo _ [7.39]
OyP, a2
Of3 (XPo, YPo. ZPo) _ ¥Y3—YPo _ 4 [7.40]
P, a3 |
of, (XPo. YPo. 2P,) - z1-12p, =d1 [7.41]
ozp, |
of, (XPo. YPo, ZPo) _ 22 -17p, -d2 [7.42]
ozp, a2 |
afs(Xpo’ ypo’ZpO) _ 23-1p, =d3 [7.43]

ozp, a3

Calculados os valores de todos os elementos, teremos o sistema linear de trés equacGes para trés

incognitas [AX, Ay, Az]:

D, =al+bl-Ax+cl-Ay+dl-Az [7.44]
D, =a2+Db2-Ax+c2-Ay+d2- Az [7.45]
D, =a3+hb3-Ax+c3-Ay +d3- Az [7.46]

Resolvido o sistema, calculam-se os valores e xp, yp, e zp por meio das equages [7.28], [7.29] e
[7.30].
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